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Wykład 6A. 4-węzłowy element czworokątny

Metoda elementów skończonych
(MES1)
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Odwzorowanie geometryczne:      (𝜉, 𝜂) → (𝑥, 𝑦)

4-węzłowy 2D element czworokątny 

𝑢

𝑣

𝑢2

𝑣2

układ współrzędnych kartezjańskichukład współrzędnych naturalnych
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wektory współrzędnych węzłowych

𝑛 = 4   ; 𝑛𝑝 = 2 →  𝑛𝑒 = 𝑛 ∙ 𝑛𝑝 = 8

𝑥𝑖 𝑒 =

𝑥1
𝑥2

𝑥3
𝑥4

 ; 𝑦𝑖 𝑒=

𝑦1
𝑦2

𝑦3
𝑦4

4 × 1 4 × 1

wektor lokalny parametrów węzłowych:

𝑞 𝑒 =

𝑞1

𝑞2

.

.

.
𝑞8 𝑒

=

𝑢1

𝑣1

.

.

.
𝑣4 𝑒

8 × 1

𝑖

Odwzorowanie izoparametryczne

𝒖𝟐

𝒗𝟐
𝒖𝟏

𝒗𝟏

𝒖𝟒

𝒗𝟒

𝒖𝟑

𝒗𝟑

Odwzorowanie izoparametryczne 
–te same funkcje użyte są do opisu 

geometrii i pola przemieszczeń
𝑥𝑖

𝑦𝑖
𝑢𝑖

𝑣𝑖
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Odwzorowanie izoparametryczne

stałe

skonstruujemy funkcje kształtu:
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Funkcje kształtu elementu 4 węzłowego

𝑁1 𝜉, 𝜂 = ¼ 1 − 𝜉 1 − 𝜂
𝑁2 𝜉, 𝜂 = ¼ 1 + 𝜉 1 − 𝜂
𝑁3 𝜉, 𝜂 = ¼ 1 + 𝜉 1 + 𝜂
𝑁4 𝜉, 𝜂 = ¼ 1 − 𝜉 1 + 𝜂
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Odwzorowanie izoparametryczne

położenie i przemieszczenie 
dowolnego punktu

gdzie:

Odwzorowanie izoparametryczne 
–te same funkcje użyte są do opisu 

geometrii i pola przemieszczeń
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Operatory różniczkowe w układzie naturalnym

Operatory różniczkowe w układzie kartezjańskim

Macierz 
Jacobiego
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(wartości 
dyskretne)
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Macierz gradientów dla warunku PSN lub PSO

Wektor składowych odkształcenia (PSN, PSO)

Wektor składowych naprężenia (PSN, PSO)
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Energia odkształcenia sprężystego w elemencie skończonym

(całkowanie numeryczne)

gdzie:
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Rozbicie energii odkształcenia sprężystego na tę związaną z naprężeniami normalnymi i tę od ścinania
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gdzie:

Rozbicie energii odkształcenia sprężystego na tę związaną z naprężeniami normalnymi i tę od ścinania

Macierz sztywności związana z odkształceniami liniowymi

Macierz sztywności związana z odkształceniami kątowymi
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Przykład   4-węzłowy element prostokątny
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Macierz odkształcenie przemieszczenie:



22

Macierz odkształcenie przemieszczenie:

Macierz zawiera liniowe człony ze względu na współrzędne naturalne
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Macierz odkształcenie przemieszczenie:



24

Przypadek 1. Rozważmy deformację „Zginanie” w elemencie 4w

Wektor parametrów węzłowych:

Dla górnej warstwy mamy x= - 0.5·10-3 

x

y
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Teoria belkowa: Czyste zginanie belki (bez ścinania)

Dla  y=1.5 mm mamy x= - 0.5·10-3 
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Składowe odkształcenia w elemencie:

Odkształcenia 
postaciowe ???

c.d. Przypadku 1. „Zginanie” w elemencie 4w
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Składowe naprężenia w elemencie:
N

a
p

rę
że

n
ia

 
n

a
 k

ie
r.

 Y
 ?

??
N

a
p

rę
że

n
ia

 
tn

ą
ce

 ?
??

Wyszło trochę więcej
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Odkształcenia i naprężenia w punkcie środkowym (punkt C):

W punkcie środkowym nie ma 
odkształceń ani naprężenia!
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Jeśli wyliczymy odkształcenia w elemencie z macierzy odkształcenie-przemieszczenie:

Składowe stanu naprężenia wyliczymy korzystając z macierzy stałych sprężystych:
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Całkowanie numeryczne    n=1

Zastosujmy całkowanie numeryczne z jednym punktem Gaussa

Policzmy energię odkształcenia sprężystego w elemencie:

Energia 
wyszła 0 !
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Spróbujmy wyliczyć jeszcze raz energię sprężystą elementu inaczej:

Wyszło 
znów 0 !

Jak widać energia sprężysta 
od naprężenia normalnego i 
tnącego jest zerowa
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Całkowanie numeryczne    n=2

Zastosujmy całkowanie numeryczne z dwoma punktami Gaussa

Wyszło inaczej !
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Spróbujmy wyliczyć jeszcze raz energię sprężystą elementu inaczej (osobno dla naprężenia 
normalnego i osobno dla naprężenia tnącego):

Energia sprężysta od 
naprężenia normalnego

Energia sprężysta od 
naprężenia tnącego
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Energia odkształcenia sprężystego (porównanie dla różnej liczby punktów całkowania”

Całkowanie numeryczne

Postać o zerowej energii
(tzw. „hourglassing” - „klepsydrowa”)

Element jest bardziej sztywny
(tzw. „shear locking” )

Niezerowa 
energia 
naprężenia 
tnącego!
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Przypadek 2. Rozważmy deformację „Ścinanie” 

Oszacowanie stanu odkształcenia i naprężenia:
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Wyliczmy odkształcenia w elemencie z macierzy odkształcenie-przemieszczenie:

- stałe

Składowe stanu naprężenia wyliczymy korzystając z macierzy stałych sprężystych:

- stałe
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Energia odkształcenia sprężystego (porównanie dla różnej liczby punktów całkowania)

Wartość identyczna niezależnie 
od liczby punktów Gaussa

Całkowanie numeryczne
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Przypadek 3. Rozważmy deformację „Zginanie + Ścinanie” (superpozycja 1+2) 
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Wyliczmy odkształcenia w elemencie z macierzy odkształcenie-przemieszczenie:

Składowe stanu naprężenia wyliczymy korzystając z macierzy stałych sprężystych:
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Energia odkształcenia sprężystego (porównanie dla różnej liczby punktów całkowania)

„shear locking”

Całkowanie numeryczne 
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Podsumowanie

„shear locking”„hourglassing”
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(technologia 
elementu)

Co zrobić aby poprawić wyniki?

Full integration Reduced integration

𝑊𝑛𝑖𝑜𝑠𝑘𝑖:
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Mieszana reguła kwadratur

Full integration (𝑛 = 2) :

Reduced integration (𝑛 = 1) :
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− shear locking:

Rozwiązanie 
analityczne

FE model with 
shear locking

− hourgalssing:

− volumetric locking in nearly incompressible materials 
(𝜈  0.5)
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(+dodatkowe funkcje kształtu)

Element Stress State Poisson's ratio <= 0.49
Poisson's ratio > 0.49

(or anisotropic materials)

PLANE182

Plane stress
KEYOPT(1) = 2

(Enhanced strain formulation)

KEYOPT(1) = 2

(Enhanced strain formulation)

Not plane stress

KEYOPT(1) = 3

(Simplified enhanced strain 

formulation)

KEYOPT(1) = 2

(Enhanced strain formulation)

PLANE183

Plane stress No change No change

Not plane stress No change No change

SOLID185

KEYOPT(2) = 3

(Simplified enhanced strain 

formulation)

KEYOPT(2) = 2

(Enhanced strain formulation)

SOLID186
KEYOPT(2) = 0

(Uniform reduced integration)

KEYOPT(2) = 0

(Uniform reduced integration)

SHELL281 No change No change

Technologia elementu – materiały liniowe
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https://moodle.umontpellier.fr/pluginfile.php/480056/mod_resource/content/0/Sun-
ShearLocking-Hourglassing.pdf

https://moodle.umontpellier.fr/pluginfile.php/480056/mod_resource/content/0/Sun-ShearLocking-Hourglassing.pdf
https://moodle.umontpellier.fr/pluginfile.php/480056/mod_resource/content/0/Sun-ShearLocking-Hourglassing.pdf
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